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1 Introduction

Dans ces notes, nous décrivons quelques méthodes explicites pour calculer avec les surfaces
abéliennes. Les approches que nous utilisons sont basées sur les deux outils suivants : La conjecture
d’Eichler-Shimura sur les corps totalement réels et les équations explicites pour les surfaces modulaires
de Hilbert. Plusieurs de nos exemples sont tirés du papier conjoint de 'auteur de ces notes avec
A. Kumar [11].

2 Courbes elliptiques

2.1 Définition des courbes elliptiques

Soit k& un corps commutatif. Une courbe elliptique E définie sur k, est une cubique non-singuliére
donnée par une équation de Weierstrass

E:y* + a1vy + azy = 2° + a22® + asx + ag,

avec aj,ag,as,a4,a6 € k. On peut exprimer la lissité (ou non-singularité) de E en terme de la
non-nullité du discriminant Ag qui est une polynéme en aq, as, as, as, ag. On référe a [38, Chap. III]
pour la définition de Ag et autres invariants, tous exprimés en termes des a;.

Lorsque car(k) = 0, on peut écrire E sous la forme

E: =23 +azx+0,

avec a,b € k. Dans ce cas, Ap = —16(4a> + 27b%) et E est une courbe elliptique <= Apg # 0.
L’ensemble des points de E est

Bk)={(z,y) €k:y*> =2> 4 ax + b} U {cc},

oll 0o est I'unique point & l'infini sur la fermeture projective de E. E admet alors une structure
de groupe algébrique dont I’élément neutre est co. La beauté et 'attrait des courbes elliptiques en
théorie des nombres aussi bien qu’en cryptographie viennent du fait qu’elles possédent une structure
de groupe & la fois simple et sophistiquée définie par la méthode des cordes et tangentes, datant de
la Gréce ancienne (voir la Figure 1 pour illustration).



FIGURE 1 — Loi d’addition d’une courbe elliptique

2.2 La L-série d’une courbe elliptique

Soit F' un corps de nombres et O 'anneau des entiers de F'. Soit E une courbe elliptique définie
sur F. Le conducteur de I est un idéal entier 91 ayant les mémes diviseurs premiers que Ap. Cest
un invariant arithmétique assez délicat dont la définition exacte est au dela de ces notes. Pour en
savoir plus, nous référons [38, Chap. VIII|. Pour un idéal premier p { 9, soit E, la réduction de E
modulo p. On voit que c’est une courbe elliptique définie sur F, = Op/p. On définit la quantité

Cette définition peut étre étendue aux idéaux premiers p | 91; on obtient alorss a, € {—1,0,1}

dépendant du type de réduction de E modulo p. La L-série de E est définie par

L(E) S) = H (]- - apr_s>_1 H (1 — apr_s + Npl—Qs)fl )
Pl Pt

Celle-ci converge pour Re(s) > 3/2. (Voir [38].)

2.3 Uniformisation des courbes elliptiques

Dans cette sous-section, on suppose que k = C.
Un réseau A C C est un sous-ensemble

A = 2wy + Zwy = {awy + bws : a,b € Z},

oll wi,ws € C sont linéairement indépendants sur R. On peut montrer que A C C est un réseau si
et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :



— A est un sous-groupe de C isomorphe & Z X Z,

— A est discret : ¢’est-a-dire, pour 0 < r < min{|wi|, |wa|} et D(0,7) ={z€ C:|z] <r},ona
D(0,r) N A = {0}. Ainsi, pour tout w € A, w+ D(0,7) = D(w,r) et D(w,r) N A = {w}.

Soit A C C un réseau. La p-fonction de Weierstrass pp(z) attachée a A est définie par

2= 5+ Y (c2op—22)- 0

On a le théoréme suivant.

Théoréme 2.1. Soient A C C un réseau et pa(z) la p-fonction de Weierstrass associée. Alors, on a
a) pa(z) est paire, méromorphe et a un pole double en chaque w € A.

b) pa(z+w) = pa(2), pour z € C (doublement périodique).
Pour un réseau A C C, on pose
Ep: y? = 4a® — gox — g3,

avec g = 60G4, g3 = 140Gs. On peut montrer que 16(g3 — 27g§) # 0, c’est-a-dire que F) est une
courbe elliptique.

Théoréme 2.2. Soient A C C un réseau, pa(2) la p-fonction de Weierstrass associée, et Ey la
courbe ci-dessus. Alors, l'application

¢: C/\ — E,(C)
Z—|—A — { (p/\('z%@k('z))a z ¢ A7

00, S1Mon,

est une isomorphisme de groupes (de Lie).
Réciproquement, toute courbe elliptique E sur C s’obtient de cette fagon.

En posant ¢4 = 12¢g2 et cg = 21693, on peut réécrire ’équation de la courbe comme

y? = a3 — 27cqw — Bdcg.

2.4 Formes modulaires classiques

On rappelle que le demi-plan supérieur de Poincaré est défini par :
H:={reC:Im(r) > 0}.

On fixe un entier NV > 1 et on pose

To(N) := {(Z Z) €SLy(Z) : N | c}.

On pose également $H* = HUP(Q). On rappelle que GL3 (R), le groupe des matrices 2 x 2 inversibles
de déterminant strictement positif, agit sur $ par

b

or +5 TEHEet y= (Z d) EGL;(R).

T d

Une forme modulaire de niveau N et de poids 2 est une fonction holomorphe f :  — C qui satisfait
aux conditions suivantes :



a

(a) f(y7) = (e +d)?f(r), pour tout 7 € et v = <c 2) € I'o(N).

(b) Pour tout v = (Z b> € SL2(Q), (cr + d)~2f(y7) admet une expansion de Puiseux

d

(cr+d)2f(yr) = a0+ 3 and”,

n=1

ol q = 6271'27'.

On dit que f est cuspidale si ag = 0 pour tout v € SLa(Q) dans (b). On note S2(N) I'ensemble des

formes cuspidales de niveau N et de poids 2. C’est un C-espace vectoriel de dimension finie g.
Pour tout premier p{ N, on définit I’opérateur de Hecke agissant sur S3(IN) par

<7’ + z)
o)
On étend cette définition a tous les entiers m > 1 tels que ged(m, N) = 1 comme suit :
— Pour tout premier p et tout entier s > 1, Tyt = TT)s — 6ppT;_1, avec 0, = 1,sip | N, et
5, =0, sip* | N.
— Pour tous entiers m,n > 1 tels que ged(m,n) =1, Tinp = T T
On définit 'algébre de Hecke T comme étant la Z-sous-algébre de End(S2(NN)) engendrée par les T,
avec ged(n, N) = 1. C’est une algébre commutative diagonalisable. Elle admet donc une base de

vecteurs propres communs. On appelle forme propre tout élément f(7) =" <4 ang"™ € S2(N) qui
est un vector propre commun non-nul de T. Dans ce cas, on montre qu’il existe ¢ € C* tel que

.
T,1(r) = frr) + 5> f

1
=0

Tnf = canf, pour tout n > 1 tel que ged(n, N) = 1.
On dit alors que f est une forme propre normalisée si ¢ = 1. Dans ce cas on a
T.f = anf, pour tout n > 1 tel que ged(n, N) = 1.

Remarquons que, pour tous M | N et d | N/M, et f € So(M), la fonction 7 +— f(dr) appartient
a So(N). Cela permet de définir une inclusion ¢4 : S2(M) < S3(N). On appelle sous-espace ancien
de Sa(N) le sous-espace engendré par les images de tous les ¢4 et on le note So(N)°. Le complément
de So(N )Old par rapport au produit scalaire de Petersson est appelé sous-espace nouveau ; il est noté
Sa(N)V. Donc, on a

Sy(N) = Sy(N)™ & (SQ(N)Md)L — SH(N)PM @ Sy(N)ew,

Une forme nouvelle f € So(IN) est une forme propre normalisée qui appartient & So(IN)™*V.

Lemme 2.3. Soit f € S3(N) une forme propre normalisée et o € Hom(Ky,C). Alors fo(r) :=
> oo ag%q™ est une forme propre normalisée de niveau N et de poids 2. Si f est une forme nouvelle,
alors il en est ainsi pour f°.

Démonstration. Voir [13, Chap. 6]. O



On peut ainsi définir une relation d’équivalence sur I’ensembles des formes propres normalisée par
f~ f <= il existe o € Aut(C) tel que f' = f°.
On note [f] la classe de f et on appelle 'orbite de Hecke de f.
Corollaire 2.4. Il existe une base de Sa(N) donnée par des formes a coefficients rationnels.

Démonstration. Voir |13, Chap. 6]. O

2.5 La variété abélienne associée a une forme nouvelle

Soit Xo(N) la courbe modulaire de niveau N. On sait que Xo(/N) est une courbe algébrique
définie sur Q. Soit Jy(NN) la Jacobienne de Xo(NN). C’est une courbe de genre g. On peut définir la
Jacobienne comme étant

Jo(N)(C) = S2(N)¥/Hy(Xo(N), Z),

v
ou H;(Xo(N),Z) est le groupe d’homologie et Sa(N)Y = (QkO(N)) = Hom(Q}XO(N), C). On voit
alors que Hy(Xo(N), Z) correspond a un réseau A, de rank 2g dans So(N)¥. On a donc

Jo(N)(C) = C?/A,.

Le groupe Hi(Xo(N),Z) peut étre décrit en termes des symboles modulaires. Pour obtenir le réseau,
on choisit une base fi,..., f; de S2(N) comme dans le Corollaire 2.4 et une base 61,...d2, de
H1(Xo(N),Z). Alors, on a Ay = (0, w;), avec w; = 2mi f;(7)dT.

Soit f € S3(N) une forme propre normalisée, alors il existe un homomorphism d’anneaux
Af: T — C déterminé par le fait que T'f = Af(T) f. Posons

It :=Anny(f) ={T € T:Tf =0} =ker(\y).
Alors on a
T/Iy ~ Of = Z[{an(f)}].

Let corps Ky = Q({an(f)}) est appelé le corps des coefficients de f. 11 est le corps des fractions de
Oy. Si f € S3(N) est une forme nouvelle, la variété abélienne associée a f est définie par

Ap = Jo(N)/ItJo(N).

Par les travaux de Shimura, on sait que Ay est une variété abélienne de dimension [Ky : Q] définie
sur Q et que Oy C Endq(Ay).
Sur C, on peut décrire Ay comme suit. Posons

Vi = span([f]) C S2(N).

Par restriction du sous-groupe H;(Xo(N),Z) de So(N)Y aux fonctions de Vy, on obtient un sous-
groupe du dual va donné par
Af = Hl(XO(N)v Z)’Vf‘

On peut montrer que

Ap(C) = Vi /Ay

Le réseau Ay est le sous-groupe de symboles modulaires attaché a f. On peut le calculer assez
facilement, et cela permet de déterminer le réseau des périodes de Ay.



3 Courbes elliptiques sur Q

3.1 Construction d’Eichler-Shimura et modularité des courbes elliptiques

Théoréme 3.1. [l existe une application f — E; de l'ensemble des formes nouvelles f de niveau N
et de poids 2, a coefficients entiers, a l’ensemble des courbes elliptiques de conducteur N définies
sur Q, telle que L(f,s) = L(Ey,s). Cette application induit une bijection sur l’ensemble des classes
150génies.

Le Théoréme 3.1 se résume par le diagramme ci-dessous :

Formes nouvelles f Classes d’isogénies de
de niveau N et poids 2 courbes elliptiques F/Q
avec coefficients entiers avec cond(E) = N

L’application f + Ey s’appelle la construction d’Eichler-Shimura pour les courbes elliptiques. Par le
théoréme des isogénies de Faltings, deux courbes elliptiques isogénes partagent la méme fonction L.
Ainsi, dire que 'application ci-dessus induit une bijection revient a dire que chaque classe d’isogénie
contient une courbe elliptique E¢ de conducteur N provenant d’une forme nouvelle f € So(N)™V, a
coefficients entiers.

3.2 Exemple : calculs avec les symboles modulaires

> SetDefaultRealFieldPrecision(300);

> QQ := Rationals();

> PolsQQ<x> := PolynomialRing(QQ) ;
> M := CuspForms(73);

> N := Newforms(M);

> f := N[11[1];

> Mf := ModularSymbols(f);

> Mf;

Modular symbols space for Gamma_0(73) of weight 2 and dimension 2 over Rational Field
> Basis(Mf);

[
{-1/48, 0} + -2«{-1/12, 0} + 2%{-1/18, 0} + -1x{-1/24, 0} + 2%{-1/36, 0},
{-1/57, 0} + -1x{-1/12, 0} + {-1/29, 0} + {-1/18, 0} + -1x{-1/24, 0} + {-1/36, 0}
]
> Pf := Periods(Mf, 3000);
> tau := Pf[2] [1]/P£[1][1];
> jtau := jInvariant(tau);
> PolsQQ!MinimalPolynomial (jtau, 1);

5329%xx - 6128487

> j := Roots(PolsQQ!MinimalPolynomial (jtau, 1)) [1][1];
> j;

6128487/5329

> Pf := [ PE[11[1], P£[2][1] ];

> EllipticCurveFromPeriods (Pf);



Elliptic Curve defined by y~2 + x*y = x"3 - x72 + 4*x - 3 over Rational Field

4 Surfaces abéliennes

4.1 Construction d’Eichler-Shimura et modularité

Soit A une variété abélienne de dimension g définie sur Q. On dit que A est de type GLo s’il
existe un corps de nombres K de degré g tel que Endq(A) est un ordre dans K, c’est-a-dire tel que
Endq(A) X Q = K.

Théoréme 4.1. Soit K/Q un corps totalement réel de degré g. Alors, il existe une application
f = Ay de Uensemble des formes nouvelles f € So(N), avec Ky = K, & Uensemble des variétés
abéliennes de type GLa et de conducteur N9, avec Endg(A) ® Q = K, telle que

L(Aps)= ] LG9
T€Hom(Kf,Q)
Cette application induit une bijection sur l’ensemble des classes d’isogénies.

Comme précédemment, le Théoréme 4.1 se résume par le diagramme suivant :

Formes nouvelles f (sur Q) Classes d’isogénies de

de poids 2 : variétés abéliennnes A/Q :
— mniveau N ; — dim(A) = g;
— Qan(N}) = K — cond(4) = N7;
—K:Q=g — Endg(4) 2 Q= K

Le Théoréme 4.1 généralise clairement le Théoréme 3.1. Comme dans le cas des courbes elliptiques,
I'application f +— A; est un théoréme connu sous le nom de construction d’Eichler-Shimura sur Q. Le
fait qu’elle soit une bijection sur les classes d’isogénies est une conséquence de la conjecture de Serre
sur Q. Cette derniére est maintenant un théoréme grace aux travaux de Khare et Wintenberger [25].

4.2 Surfaces abéliennes principalement polarisées

En général, il n’est pas facile de calculer la variété abélienne Ay associée a la forme nouvelle f
dans le Théoréme 4.1. Par contre, lorsque Ay est une surface abélienne principalement polarisée,
il existe des méthodes pour calculer sa classe d’isogénie. La méthode que nous allons maintenant
décrire, passe par les invariants d’Igusa et utilise la paramétrisation de Rosenhain.

Soit f une forme nouvelle a coefficients dans un corps quadratique réel Ky et Ay la surface
abélienne associée a f. On suppose que Ay est principalement polarisée. Soit {2 = (£21[(22) la matrice
des périodes associée a Ay. On peut calculer 2 a partir de Vy et Ay. Soit Z = §2; 12 la matrice des
périodes normalisée de Ay.

Lemme 4.2. Soit h € Qx] un polynome de degré 5 ou 6 tel que Ay soit la Jacobienne de la courbe
C : y?* = h(z). Alors les racines de h ne dépendent que de Z.

Démonstration. Ceci est une autre facon de dire que la classe d’isomorphisme de Ay ne dépend que
de Z. On peut exprimer les racines de h en termes des "nullwertes". Voir [24]. O



Lemme 4.3 (Rosenhain). Soient A une surface abélienne principalement polarisé et Z sa matrice
des périodes normalisée de Riemann. Alors, il existe une courbe C' : y?> = x(x — 1)h/(z) telle que
A" = Jac(C") soit isomorphe a A. Le polynéme h' est uniquement déterminé par Z.

La paramétrisation de Rosenhain permet donc de calculer a prior: les invariants d’Igusa ou
d’Igusa-Clebsch qui déterminent la classe d’isomorphisme de A.

4.3 Exemples : calculs avec les symboles modulaires

Nous allons maintenant illustrer la discussion précédente avec quelques exemples. Pour cela on
prend N = 73. L’espace S3(73)"°" est de dimension 5 et se décompose trois orbites de Hecke :

f=q+a*—q"+2¢° +2¢" - 3¢° + O(¢");
\/5+32 \/5_33 3\/5+34
— @+ ¢+ q
2 2 2
V5 +3
- ¢ " =3¢ -

(2V5 +3)¢° + O(¢");
V341, —VI3+1, VI3+3
te

h=gq

VI3 +1
—~ qu —3¢° —q" +3¢° + O(¢").

Les variétés abéliennes associées a ses formes sont disponibles au 1lmfdb.org. La courbe elliptique
associée a f a été décrite plus haut mais elle peut-étre aussi calculer avec l'algorithme dans [§].
Maintenant intéressons nous aux surfaces attachées aux formes g et h.

D’abord, on calcule une base une base du groupe d’homologie Hi(Ay, Z) en utilisant les symboles
modulaires.

8 = {-1/48,0} — {—1/24,0} + {—1/36,0},
84 :={-1/57,0} — {—1/41,0} — {—1/18,0} + {—1/36,0},
85 = {-1/62,0} — {-1/52,0} + {—1/18,0},
8y :={-1/12,0} + {—1/18,0} — {—1/24,0}

La matrice d’intersection par rapport & cette base est

0 0 0 2
0 0 2 =2
0 -2 0 O
-2 2 0 0

En calculant la forme alternée de Frobenius, on a

0 0 20 1 0 00 0 0 0 2 1 00 0
0 0 0 2] 1 100 0 0 2 =2 1100
-2 0 0 0] 0001 0 -2 0 0 00 01
0 -2 00 0010 -2 2 0 0 0010



On voit que la variété abélienne A, a une polarisation principale (2,2). Comme A, est de
dimension 2, elle est donc isogéne a la Jacobienne d’une courbe de genre 2. Le change de base

5 11 0 0\ /J
S| o 10 0][d
s3] oo o 1ff|e&]
84 0010/ \o

donne la base symplectique

61 = {—1/48,0} — {—1/24,0} + {—1/36, 0},

by := {—1/48,0} + {—1/62,0} — {—1/52,0} + {—1/18,0} — {—1/24,0} + {—1/36,0},
o3 :={—1/57,0} — {—1/41,0} — {—1/18,0} + {—1/36,0},

64 :={—1/12,0} + {—1/18,0} — {—1/24,0}.

On calcule une base intégrale de H l(Ag, C) a partir de l'orbite de Hecke g, on intégre cette base
contre celle de Hy(Agy,Z) pour obtenir la matrices des périodes {2 := (£21]f22), avec

—2.49..5 —441...—1.24..4

O (27643370 —5.32..i
27\ 1.65...+0.70..i —3.90...i)"

0 = ( 1.41...0 —7.18...+0.70...Z>’

En utilisant le Théoréme de Torelli, on recouvre la courbe Cy dont la Jacobienne est A,. Pour cela,
on calcule d’abord la matrice des périodes normalisée de Riemann, ensuite on calcule les invariants
d’Igusa-Clebsch en utilisant le modéle de Rosenhain. Cela nous permet alors d’obtenir une premiére
courbe hyperelliptique que ’on réduit pour obtenir la courbe

Cy y? = —a% —22° — 2t — 623 — 227 + 42 — 1,
de laquelle on déduit le modéle minimal
Cy: P+ @+ +)y=2°—2

dont la Jacobienne a RM par Z[HT\/E]

De fagon similaire, on obtient le modéle minimal
Ch:y?+ (@® + 22+ 1)y = —2% - 32° + 22* + 62° — 1022 — 3z + 1

associé a la forme h dont la Jacobienne A; a RM par Z[Lﬁ]
Dans [24, 22], il est décrit un meilleur algorithme pour calculer les courbes Cy et Cj,. Malheureu-
sement, il n’y a pas encore une implémentation connue de cet algorithme.

5 Formes modulaires de Hilbert

On fixe un corps de nombres totalement réel F' de degré d > 1 et de nombre de classes étroites
un. On note Op 'anneau des entiers de F' et b sa différente. Pour chaque ¢ = 1,...,d, on désigne



ar a — a; le i-iéme plongement de F' dans R, de sorte qu’on a l'identification F @ R ~ R?. On
désigne par Fy ’ensemble des éléments totalement positifs de F', ¢’est-a-dire I'image inverse du cone
positif (R4)?, et on pose Or+ = F; N OFf. On fixe un générateur totalement positif 6 de vp. On
remarque en passant que, puisque le nombre de classes étroites de F' est un, tout idéal non-nul de F’
est engendré par un élément totalement positif.

5.1 Définitions et propriétés de base

On rappelle que le groupe modulaire de Hilbert est SLo(OF), le groupe des matrices 2 x 2 a
coefficients dans O et de déterminant 1. Le demi-plan supérieur de Poincaré est ’ensemble

H:={z€C:Im(z) >0}.

Le groupe SL2(OF) agit sur $? par les transformations de Mobiiis :

0 B (L o) = (Gt
¢ d 1ye-es2d) = Ci2i+di i‘:l,...,d

Pour chaque v € GLo(F) et z € $%, nous poserons

d
cz+d= H(szz +d;), ouy = (Z Z) € GL2(Op).

i=1
On fixe un idéal entier 9 et on pose

To(MN) = {<CC‘ 2) € SLy(OF) i c € fn} .

Définition 5.1. Une forme modulaire de Hilbert de poids 2 et de niveau M est une fonction
holomorphe f : % — C telle que

f(v2) = (cz + d)*f(2) pour tout v = <Z Z) e I'y(M).
On note M3(N) I'espace des formes modulaires de Hilbert de poids 2 et de niveau 91.

Soit f € Ma(). Alors f est invariant sous ’action des matrices <(1) /f

une telle matrice agit par z — 2z + u, on voit que f admet une g-expansion

f(Z): Z aﬂe27riTr(%)7

HEOFR

) pour pu € Op. Comme

avec Tr(vz) = viz1 + -+ + vqzq, pour v € F. On a alors le lemme suivant.

Lemme 5.2 (Principe de Goetzky-Koecher). Soit f une forme modulaire de Hilbert de poids 2 et
de niveau M. Alors f admet une g-expansion de la forme

f(z) =ao+ Z auezmﬁ(%).
HEOF, +

En particulier, f est holomorphe (auz pointes).
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Démonstration. Ce résultat est une conséquence directe du Théoréme des unités de Dirichlet. Voir
Bruinier [3] ou Goren [23| pour la preuve. O

Soient f € May(M) et v = (CCL d

b) € SLy(F). On voir alors que (cz+d)~2f(7z) est aussi invariant

"

0 1) pour p € Op. Ainsi donc, on a encore une g-expansion

sous 'action des matrices <

(cz+d)2f(vz) = af + Z ale%i“(%).
neOF, ¢

Définition 5.3. Soit f une forme modulaire de Hilbert de poids 2 et de niveau . On dit que f est
une forme cuspidale si aj = 0 pour tout v € SLy(F).

On note S3(N) le sous-espace des formes cuspidales de poids 2 et de niveau 1.
Théoréme 5.4. Les espaces So(MN) et Ma(MN) sont des espaces vectoriels de dimension finie sur C.

Démonstration. Voir [18]. O

. . . . . . 0
Soient f € S2(M). On voit que f est invariant sous I'action des matrices (8 e_1> € SL2(Op),
pour € € OF, qui agissent par z — €2z. Donc, on a

acz2, = a, pour tout u € Op 4 et e € OF.

I

Ainsi, pour tout idéal m C Op, la quantité am(f) = ay, ou p est un générateur totalement positif de
m, est bien définie et ne dépend que de m.

Définition 5.5. Soit f une forme cuspidale de poids 2 et de niveau I admettant la q-expansion
f(Z) _ Z au€2m‘Tr(%)'
HEOF, +

Soit m un idéal entier de F'. On définit le coeflicient de Fourier de f en m par

am(f) = ay,

ot m = (u).

5.2 Produit scalaire de Petersson

Il existe une mesure sur H% donnée par

_dridyr  dwgdyg

= e 2

On rappelle que SLy(R)? agit transitivement sur $%. Le stabilisateur de i = (v/—1,...,+/—1) sous
cette action est SO(2)?. La mesure du est le “pushforward” de la meseur de Haar dg sur SLa(R)?

par la bijection SLy(R)?/S0(2)% ~ 9. Donc, elle est SLy(R)%invariante. Pour f, g € S2(MN), on
peut montrer que l'intégrale

dp

F(2)9(2)(y1 - ya) *du
Po(9)\9¢

converge (voir [3, 18]).
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Définition 5.6. Soient f,g € So(M). On définit le produit scalaire de Petersson de f et g par
)= [ A0
Lo (M) \H4

Le produit scalaire de Petersson sur S3(I1) est trés utile aussi bien d’un point de vue théorique
qu’algorithmique.

5.3 Opérateurs de Hecke

Soit f une forme cuspidale de Hilbert de poids 2 et de niveau 1. Soit p t D un idéal premier de F.
On définit la fonction T, f : $H? — C comme suit. D’abord, on écrit p = (1), ot 7 est un générateur
totalement positif. Ensuite on pose

GO =+ 3 £(221)).

™
(ZGOF/p

Lemme 5.7. Soit p t N un idéal premier. Alors, pour tout f € So(N), T, f € S2(N) et Uapplication
Ty 0 S2(MN) — Sa2(N)
f=T,f
est un opérateur linéaire. On appelle T, l'opérateur de Hecke en p.

Démonstration. Exercice. O

On peut étendre la définition des opérateurs de Hecke a tous les idéaux entiers n tels que
ged(n, M) = 1 de la maniére suivante :
— Pour tout idéal premier p et tout entier s > 1, Tyep1 = TpTps — 5prT§_1, avec 0p = Lsip | N
et 0, = 0 si p? | M.
— Pour tous idéaux entiers m,n tels que ged(m,n) = 1, Ty = TnTh.
On définit I'algébre de Hecke T comme étant la Z-sous-algébre de End(S2(9)) engendrée par les Ty
avec ged(n, M) = 1. C’est une algébre commutative.

Théoréme 5.8. Soient f,g € So(M) et m 4N un idéal entier. Alors, on a

(Tnf,9) = {f, Tmg)-
Démonstration. Voir |37, §2]. O

Le Théoréme 5.8 implique que les opérateurs de Hecke Ti,, pour m { 91, sont normaux.

5.4 Formes propres

Comme T est une algébre commutative, que chaque opérateur est normal, et que Iespace S2()
est de dimension finie, on voit que T admet une base de vecteurs propres communs (voir [37, §2]).

Définition 5.9. Soit f une forme cuspidale de poids 2 et de niveau . On dit que f est une forme
propre si f est un vector propre common de T agissant sur So(N).
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Théoréme 5.10 (Shimura). Soit f € Sa(M) une forme propre. Alors, on a
Twf = an(f)f pour tout idéal entier m {MN.
Définition 5.11. Soit f une forme propre de poids 2 et de niveau M. On dit que f est normalisée
St a(1)<f) =1.
Théoréme 5.12 (Shimura). Soit f € So(MN) une forme propre normalisée. Alors, on a :
(a) Pour tout idéal entier mt M, am(f) est un entier algébrique ;

(b) Ky :=Qam(f) : m C OF) est un corps de nombres totalement réel.
On note Oy := Zjan(f) : m C OF].

Remarque 5.13. Le fait que K soit totalement réel dans I'assertion Théoréme 5.12 (b) est due au
fait que F' a une seule classe restreinte et que la forme est de caractére trivial. En général, Ky est
plutot CM. (Voir [37, §2] pour plus de details.)

5.5 Sous-espaces anciens et nouveaux

Soient 90T un idéal entier tel que M | N et D un diviseur de NM L. On choisit un générateur v
totalement positif de ©. Alors, on voit que 'application

Lo - SQ(SUI) — Sg(m)
[ fu,

ou fyu(z) := f(uz), est indépendante du choix de u. De plus, elle est injective. On pose

Sy = D" 1p(S2(IM));
MmN
DM )
52(m)new — (SQ(m)old) .

On appelle S2(MN)°9 (resp. So(MN)"V) le sous-espace ancien (resp. sous-espace nouveau) de So(MN).
On peut montrer que Sz(M)°M et Sy, (M)"*Y sont préservés par I'action de Hecke.

Définition 5.14. Soit f € So(M) une forme propre normalisée. On dit que f est une forme nouvelle
st f € So(M)nev.

Définition 5.15. Soit f € So(M) une forme nouvelle. On définit la L-série de f par

L(f,s):= Z am(f).

Nms
mQOF

Théoréme 5.16 (Shimura). Soit f € S2(M) une forme nowvelle. Alors L(f,s) est une fonction
entiére, c’est-a-dire qu’elle est holomorphe sur C. De plus L(f,s) admet un produit eulérien.

Démonstration. Voir [34, 37]. O
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Théoréme 5.17 (Multipicité un). Soient f,g € S2(N) des formes propres normalisées telles que
am(f) = am(g) pour tout m{MN.
Alors, on a f = g.

Démonstration. Ce résultat est une conséquence de la relation entre les valeurs propres de Hecke et
les coefficients de Fourier, et du fait que f et g sont déterminées par leurs g-expansions. O

La définition des opérateurs de Hecke peut étre étendue a tous les idéaux entiers, y compris ceux
divisant le niveau 1. Avec ceci, on a le résultat suivant.

Théoréme 5.18 (Multipicité un forte). Soit f € Sa(M) une forme nouvelle. Alors, on a
Taf = an(f)f pour tout m C Op.
Démonstration. Voir |28|. O

Les Théorémes 5.17 et 5.18 sont extrémement utiles. Ils impliquent qu’une forme nouvelle est
uniquement déterminée par ses valeurs propres de Hecke (ou coefficients de Fourier). En voici une
application immeédiate.

Théoréme 5.19. Soient f € So(M)"Y une forme nouvelle et K¢ son corps de coefficients de Fourier.
Pour tout plongement 7 : Ky — Q, il existe forme nouvelle fT € Sa(N) définie par

an(f7) := 1m(am(f)), pour tout m C Op.
L’ensemble {f™ : 7 € Hom(K,Q)} est appelé lorbite de Hecke de f. On la note par [f].
Démonstration. Voir [37, §2]. O

Pour une étude théorique plus approfondie des formes modulaires de Hilbert, nous référons
a [3, 12, 18, 23, 37] et aux références qui s’y trouvent. La plupart des méthodes de calculs actuelles
de ces formes reposent sur la correspondance d’Eichler-Jacquet-Langlands-Shimizu entre les formes
modulaires de Hilbert et les formes modulaires quaternioniques. Pour plus de détails sur cet aspect,
nous encourageons le lecteur a consulter [12] et les références qui s’y trouvent. Les exemples que
nous présenterons par la suite ont été calculés & 'aide du Hilbert Modular Forms Package dans
Magma [2] qui utilise les algorithmes présentés dans [12].

5.6 Modularité des courbes elliptiques

Conjecture 5.20. Il existe une application f — E; de l’ensemble des formes nouvelles f sur F' de
poids 2 et de niveau N, avec coefficients entiers, a ’ensemble des courbes elliptiques de conducteur
N définies sur F, telle que L(f,s) = L(Ey,s). Cette application induit une bijection sur ’ensemble
des classes d’isogénies.

La Conjecture 5.20 se résume de fagon succincte par le diagramme suivant :

Formes nouvelles f sur F Classes d’isogénies de
de poids 2 et de niveau M k---3 courbes elliptiques £/F
avec coefficients entiers avec cond(E) = N
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4 2 -3
5 —2w+1 —2
9 3 2
11 3Bw+1 4
11 -3w+2 —4
19 —4w+3 4
19 —dw+1 —4
29 —w+6 -2
29 w+ 5 -2
31 —-Hw-+2 8
31 —bw+3 -1

TABLE 1 — Quelques coefficients de Fourier de la forme nouvelle de poids 2 et de niveau 9t = (5 + 2w)

sur Q(v/5).

On voit bien qu’elle généralise le Théoreme 3.1. Maintenant, I’application f — Ef s’appelle la
congecture d’Eichler-Shimura pour les courbes elliptiques (sur F'). Encore une fois, par le théoréme
des isogénies de Faltings, deux courbes elliptiques isogénes partagent la méme fonction L. Donc, dire
que cette application est une bijection sur ’ensemble des classes d’isogénies revient & dire que chaque
classe d’isogénie contient une courbe elliptique Ey associée a une forme nouvelle f € S3(91)"V, avec
coeflicients entiers.

Pour [F': Q] > 1, on peut se servir du Hilbert Modular Forms Package implementé par 'auteur
et ses collaborateurs Steve Donnelly, Matthew Greenberg and John Voight (voir [12]) pour calculer
les formes modulaires de Hilbert sur un corps de nombres totalement réel de degré raisonnable. Nous
nous sommes servis de ce logiciel pour calculer les exemples ci-dessous.

Exemple 5.21. Soient F' = Q(V/5), w = 1*—2‘/5 et M = (54 2w). Alors 9 est un premier de norme 31,
la plus petite norme pour laquelle So(M) # 0. Dans ce cas, on a dim S2() = 1. Dong, il existe une
forme nouvelle f € So(M) avec coefficients de Fourier dans Z. Nous avons énuméré ces coefficients
pour les premiers de petite norme dans la Table 1.

Considérons la courbe elliptique

E:y*+ay+wy=12—(1+w)a’

Elle est de conducteur cond(E) = (5 + 2w). Le Théoréme 5.22 ci-dessous nous dit qu’elle est
modulaire. Donc, nous savons que

L(E,s) = L(f,s).

Comme mentionné ci-haut, la Conjecture 5.20 est encore grande ouverte. Mais, grace aux travaux
de Siksek et de ses collaborateurs, nous savons pour toute courbe elliptique E sur un corps quadratique
réel F' est moduaire, c’est-a-dire qu’il existe une forme modulaire de Hilbert f de poids 2 sur F' telle
que L(E,s) = L(f,s) (voir Freitas-Le Hung-Siksek [19]).

Théoréme 5.22 (Freitas-Le Hung-Siksek). Soient F' un corps quadratique réel et E une courbe
elliptique définie sur F. Alors, E est modulaire.
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Exemple 5.23. Soit F = Q(v/1997), w := 11997 V21997. Une recherche dans Magma donne six courbes
elliptiques de conducteur trivial sur F. Ces courbes se repartissent en trois classes de Gal(F/Q)-
conjugaison données par

By y? +way = 2 + (w+ 1)2? + (111w + 5401)x + (2406w + 81112);

By y? +way + (w+ 1)y = 2° — 22 4 (9370w — 208733 )z + (2697263w — 61535794);
Bs:y? + (w+ Day + (w+ 1)y = 2° — wa? + (19636w + 434383)z + (5730650w + 125261893).

Par le Théoréme 5.22 ces courbes sont modulaires. A I’aide du Hilbert Modular Forms Package
dans Magma, on vérifie qu’il y a exactement six formes nouvelles de Hilbert de poids 2 et de niveau
(1), avec coefficients de Fourier entiers et qu’elles correspondent bien aux courbes trouvées. Cela
montre donc que ce sont les seules courbes elliptiques de conducteur trivial sur F.

6 Modularité des variétés abéliennes de type GL,

Soit A une variété abélienne de dimension g définie sur F'. On dit que A est de type GLq s’il
existe un corps de nombres K de degré g tel que Endp(A) est un ordre dans K, c’est-a-dire tel que
Endg(4) ® Q=K.

On définie la L-série L(A, s) de A en comptant ses points sur les corps finis comme dans le cas
des courbes elliptiques.

Conjecture 6.1. Soient F' un corps de nombres totalement réel de nombre de classes étroites et N
un idéal entier de F. Soit K/Q un corps de nombres totalement réel de degré g. Alors, il existe une
application f +— Ay de l’ensemble des formes nouvelles f € Sa(M), avec Ky = K, dans l'ensemble
des variétés abéliennes de type GLgy et de conducteur DY, avec Endp(A) ® Q = K, telle que

L(Ag,s)= ]  L(9).
TEHom(Kf,Q)

L’application induit une bijection sur les classes d’isogénies.

La Conjecture 6.1 se résume par le diagramme suivant :

Formes nouvelles f sur F' Classes d’isogénies de

de poids 2 : variétés abéliennnes A/F :
— niveau M; gk ------ — dim(A) = g;
— Q({an(N)}) = K — cond(A) =NY;
— [K:Q]l=yg — Endp(A) @ Q=K

La Conjecture 6.1 est clairement une généralisation de la Conjecture 5.20. Comme nous avons vu
plus haut, ces deux conjectures ne sont rien d’autre que les Théorémes 3.1 et 4.1 pour F' = Q.

Pour [F': Q] > 1, 'application f — Ay est souvent appelée la conjecture d’Eichler-Shimura pour
les variétés abéliennes de type GLso. Les cas connus de cette conjecture exploitent la cohomologie des
courbes de Shimura. Ainsi, la conjecture est connue lorsque [F' : Q] est impaire, ou lorsque N est
divisible exactement par un idéal premier p de O [44]. Blasius donne une construction de Ay basée
sur les conjectures standards en géométrie arithmétique. Le case le plus simple ot la conjecture
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Np p ap(f)

4 2 2¢ — 2
5 2w+4+1 —-3e+1
9 3 —e—2
11 3Bw+1 —e

11 —3w+2 4e — 2
19 —4dw+3 3e—6
19 —dw+1 e+1
29 —w+4+6 —de+1
29 w~+ 5 —2e+6
31 —bhw+2 —-2e+8
31 —-dSw+3 —bde+1

TABLE 2 — Quelques coefficients de Fourier de la nouvelle forme f de poids 2 et de niveau 2t = (7+3w)
sur Q(v/5). (Ici, e = HT\/E)

d’Eichler-Shimura en encore non connue es lorsque f est une forme nouvelle de poids 2 et de niveau
(1) sur un corps quadratique réel. Dans ce cas, on voit que la conjecture d’Eichler-Shimura prédit
que Ay devrait étre une variété abélienne avec bonne réduction partout.

Remarque 6.2. Dans la Conjecture 6.1, nous devons supposer que K est totalement réel. Cela
résulte de I'hypothése que le nombre de classes restreintes de F' est un (voir [37, Proposition 2.8]).

Exemple 6.3. Soient F = Q(v/5), w = 1+—2\/5, et M = (7 + 3w). Alors, N est un idéal premier de
norme 61, c’est la plus petite norme telle que dim S2(91) > 1. L’espace S2(N) est de dimension 2, il
contient une forme nouvelle f telle que K; = Q(v/5) et Oy := Z[{am(f)}] = Z[H'T‘/g] Nous avons

énuméré quelques valeurs propres de Hecke dans la Table 2.
Maintenant, on considére la courbe hyperelliptique

C:y’ +Qx)y = P()
donnée par
P(z) := —wz* + (w — 1)2® + (5w + 4)2? + (6w + 4)x + 2w + 1;
Qz) =2+ (w— 1)z% + wz + 1.

Nous avons obtenue cette courbe en spécialisant la famille D5 de Brumer de courbes de genre 2 avec
RM par Z[H—Q‘/g] Le discriminant de C' est disc(C') = w?5(7 4 3w)?2. Donc, sa Jacobienne Jac(C) a

RM par Z[H'Q—\/g] Dans [12], nous avons montré que Jac(C) correspond a la forme f, c’est-a-dire que
L(Jac(C), s) = L(f, s)L(f7, 5),
ol 7 est I’élément non-trivial de Gal(K;/Q).

Exemple 6.4. Dans les Exemples 5.21 et 6.3, les variétés abéliennes sont des Jacobiennes de courbes
de Shimura. En effet, comme nous avons expliqué plus tét, la théorie des courbes de Shimura est la
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seule méthode qui permet de prouver les cas connus de la Conjecture 6.1. Cependant, cette approche
ne marche pas pour 'Exemple 5.23 ou le prochain.
Soient F' = Q(v/353) et w := Y353 Considérons la courbe C': y? + Q(z)y = P(x) donnée par

P(x) := — (15w + 149)2°% — (1119w 4 9948)2° — (36545w + 325090)2"
— (636332w + 5659370)z% — (6227174w + 55387985) 2>
— (32480001w + 288869715)x — 70532813w — 627353458;

Q) == (w4 1)a® + 2% + wr +w + 1.

Notons par °C' la conjuguée galoisienne de C'; A et A les Jacobiennes de C' et °C' respectivement.
Le discriminant de la courbe C' est disc(C) = —¢*, otl € est 'unité fondamental de F. Donc, C, °C
et les surfaces A, “A ont bonne réduction partout. A et “A ont multiplication réelle par Z[H—f] On
peut montrer que A et A sont modulaires en utilisant les travaux de Khare-Thorne. Mais, il n’y
pas de méthode connue qui permet de construire directement la surface correspondant & la forme f.
Nous avons trouvé les surfaces A et “A en cherchant pour les surfaces abéliennes de petite hauteur

sachant que ’on connait leur corps de 2-torsion (donnée par la connaissance des formes f et 7f).

7 Surfaces abéliennes avec bonne réduction partout

7.1 Surfaces modulaires de Hilbert

Soit K un corps quadratic réel de discriminant D’. La surface modulaire de Hilbert Y_(D')
est la compactification de l’espace de modules (grossier) qui paramétrise les surface abéliennes
principalement polarisées avec multiplication réelle par 'anneau des entiers Ok de K, c’est-a-dire
I'ensemble des paires (4,¢), ot ¢ : Og — Endg(A) est un homomorphisme. Les surfaces Y_(D’) ont
des modeles sur Z, avec bonne réduction en dehors des premiers divisant D’.

Elkies et Kumar [16] ont déterminé des models birationnels explicites sur Q pour ces surfaces
modulaires de Hilbert pour tous les discriminants fondamentaux D’ < 100. Ils décrivent une telle
surface Y_(D') comme un revétement double de P? donné par une équation de la forme 22 = f(r, s),
ol r, s sont des paramétres sur P2. Ils donnent également une application birationnelle Ay --» Mo,
ol My est 'espace de modules des courbes de genre 2. Cette application est donnée par I'expression
des invariants d’Igusa-Clebsch du point image point comme fonctions rationnelles de r et s.

7.2 La stratégie

Pour produire des surfaces abéliennes avec bonne réduction partout, nous combinons la Conjec-
ture 6.1 avec les équations explicites dans [16|. Pour trouver de telles surfaces A, on choisit deux
corps quadratics réels F' et K tels que F' soit de classe de nombres étroites un, et on procéde comme
suit :

(a) Trouver une forme nouvelle de Hilbert de poids 2 et de niveau (1) sur F, avec corps de
coefficients Ky = K de discriminant D’.

(b) Trouver un point F-rationnel A, sur la surface Y_(D’) tel que la fonction L de la surface
abélienne associée A, match les premiers facteurs d’Euler de f, a une tordue prés.

(c) Calculer la bonne tordue quadratique A de la surface A,, c’est-a-dire de la courbe de genre 2
correspondante.
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(d) Vérifier que la surface abélienne A a bonne réduction partout.

(e) Montrer que nous avons bien I’égalité des fonctions L, c’est-a-dire que A est modulaire.

7.3 Meéthode 1 : Recherche de points sur les surfaces modulaires de Hilbert

Nous illustrons cette méthode avec ’exemple suivant. Le plus petit discriminant pour lequel nous
avons une surface abélienne avec bonne réduction partout est D = 53. La surface abélienne Ay a
multiplication réelle par Z[v/2], 'anneau des entiers du corps Q(v/2).

Np p ap(f)  sp(f)  t(f)
4 2 e+1 2 7
7T —w—2 —e—2 —4 16
7T —w+3 —e—2 —4 16
9 3 —3e+1 2 1
11 w — 2 3e 0 4
11 w1 3e 0 4
13 w—1 —2e+1 2 19
13 —w —2e+1 2 19
17 —w-5 -3 —6 43
17 w—6 -3 —6 43
25 5 2e+4 8 58
29 —w-—6 3e—3 —6 49
29 w—17 3e—3 —6 49

TABLE 3 — Quelques valeurs propres de Hecke de la forme nouvelle de poids 2 et de niveau (1) sur

Q(+/53). Ici, on a e = /2.

Une équation de la surface modulaire de Hilbert Y_(8) est donnée dans [16]. C’est un revétement
double de P%S donné par

22 = 2(16rs? + 32r%s — 40rs — 5 + 1613 + 2472 + 121 + 2).

Dans ce cas, on sait que Y_(8) est une surface rationnelle sur Q. Par conséquent, les points rationnels
sont denses. En particulier, il y a une abondance de points de petite hauteur. Pour un tel point, les
invariants d’Igusa-Clebsch (I : Iy : I : I1p) € P%1:2:3:5) sont donnés par

(_ 248, 96AB; — 36A:B

—12A4 —4A1B
Al ) ) Al ) 1 2)7

avec
A = 2rs?,
A=—(9rs+4r? +4r +1)/3,
By = (rs*(3s + 8 — 2))/3,
B = —(54r%s 4 81rs — 1613 — 2472 — 121 — 2) /27,

Bz = T2.

19



Rappelons nous que nous espérons trouver un point de Y_(8) sur F' = Q(+/53), correspondant & une
surface abélienne principalement polarisée A qui match la forme nouvelle de Hilbert f. La fonction L
de la surface A s’obtient en comptant les points sur les corps résiduels Fy, = Op/p, avec p parcourant
I'ensemble des idéaux premiers de F. De l'autre coté, la fonction L de la surface conjecturale A
attachée a f s’écrit comme

=TTt
L(Af78)_L(f78)L(f7 ) HQP(N(p)_S)v

ou

Qp(T) == (I* — ap(f)T + N(p))(T? — ap(f)"T + N(p))
=T —sp(/)T° + t,()T* = N(p)sp(f)T + N(p)°.

Nous voudrions que les facteurs locaux de ces deux fonctions L soient égaux.

D’abord, nous commencons par calculer I’ensemble des points F-rationnels de hauteur < B
sur la surface Y_(8), pour une borne B fixée. Ensuite, pour chaque point (7, s) de cette liste, nous
essayons de construire la courbe C' de genre 2 dont la Jacobienne Jac(C') correspond a (r, s), et nous
vérifions que le polynéme caractéristique de Frobenius sur le groupe de cohomologie étale de degré
1 est le méme que le polynéme @Qp(7") donnant le facteur d’Euler de la surface Ay attachée a la
forme f. Si notre point candidate (r, s) passe ce test, disons pour tous les premiers de F' de norme
plus petite que 100, en lesquels A = Jac(C') a bonne réduction, nous pouvons étre raisonnablement
confiants que nous avons trouvé la bonne courbe. Dans ce cas, nous cherchons alors & prouver que A
correspond & f. (Nous avons passé sous silence plusieurs aspects subtiles de ce processus. Pour plus
de détails, nous référons a [11].)

Dans I’exemple en mains, une recherche de points de hauteur < 200 sur Y_ (8) utilisant ’agorithme
de Doyle-Krumm |14 (implementé dans Sage) donne les parameétres

24 4+ 10w 136 — 24w
r=— , 8= ,
112 112
et les invariants d’Igusa-Clebsch
Iy = 208 4 88w,

Iy = —1660 — 588w,
I = —428792 — 135456w,
I1p = 643072 + 204800w.

En utilisant l'algorithme de Mestre [27], implementé dans Magma, nous obtenons une courbe avec les
invariants ci-dessus. Nous réduisons ensuite cette courbe en utilisant ’algorithme de Bouyer-Streng [1]
implementé dans Sage [30]. Cela nous permet d’obtenir la courbe

C': y? = (—6w + 25)28 + (—60w + 246)x° + (—242w + 1017)z*
+ (—534w + 2160)2> 4 (626w + 2688) x>
+ (—440w + 1724)2 — 127w + 567.

Par une seconde réduction de la courbe C’, nous obtenons le résultat suivant.

20



Théoréme 7.1. Soit C : y?> + Q(x)y = P(z) la courbe sur ' = Q(+v/53) donnée par

P = 428 4+ (w — 17)2° + (12w — 27)2* + (5w — 122)2® + (45w — 25)z>
+ (=9w — 137)z + 14w + 9,
Q = wa® + wa® +w + 1.

Alors, on a
(a) Le discriminant de la courbe C est Ac = —e’. Donc, C' a bonne réduction partout.
(b) La surface A := Jac(C) a multiplication réelle Z[\/2]. Elle est modulaire et correspond a
lunique orbite de Hecke [f] dans Sa(1).

Démonstration. La surface A a un point de 7-torsion sur F. Cela implique que la représentation
galoisienne résiduelle modulo 7 est réductible. Pour montrer que A est modulaire, on peut alors
utiliser les résultats de Skinner-Wiles [40]. Voir [11] pour plus de détails. O

7.4 Meéthode 2 : Décomposition de variétiés abéliennes

On peut utiliser cette méthode lorsque la forme nouvelle f est un changement de base, c’est-a-dire
que lorsque les coefficients de Fourier de f satisfont & la relation

ap(f) = as () (f) pour tout premier p,

ot Gal(F/Q) = (o). Dans ce cas, f est le changement de base d’une nouvelle forme classique
g € S2(I'1(D)). Comme le niveau de f est (1), la forme g € So(I'1(D), xp)"*" par [26, Prop. 2, p.263],
ou xp est le caractére fondamental du corps quadratique F' = Q(\/ﬁ) Le corps des coefficients Ly
de g est un corps quartique de type CM qui contient K. L’élément non-trivial de Gal(Ly/K¥), que
nous notons (z — Z,x € Ly), étend la conjugaison complexe. La variété abélienne B, attachée a la
forme g est une 4-variété telle que Endg(By) ® Q ~ L.

Soit wp l'involution d’Atkin-Lehner sur So(I'1 (D), xp)"*". Elle induit, & son tour, une involution
sur B, que nous notons également wp. Shimura [34, § 7.7] montre alors les choses suivantes :

(a) wp est définie sur F' et w} = —wp;

(b) wp - [z] = [Z] - wp, ou [z] est 'endomorphisme induit par x € Ly sur By.

(c) La surface abélienne Ay := (14+wp)By est définie sur F et est isogéne a sa conjuguée galoisienne
donnée par Af := (1 —wp)By. De plus, on a l'isogénie

By ®q F ~ Ay x A%

Pour que la décomposition algébrique ci-dessus nous soit utile, il faudrait que nous puissions en
donnée une interprétation analytique qui va nous permettre de calculer A a partir de I'uniformsation
complexe de By. Pour ce faire, nous supposons que Ay et A? sont principalement polarisables.
Pour décrire notre approche, rappelons que, par |6, Theorems 6.2.4 and 6.2.6], il existe des formes
nouvelles g1, g2 € S2(T'1(D), xp)™™ telles que {g1, 71,92, g2} soit une base de span([g]) et que

wp(g1) = Ap(91)71, wp(g2) = Ap(92)F2,
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ap(g) g
NOR la pseudo-valeur propre wp. La

ot ap(g) est la valeur propre de Hecke de g en D et Ap(g) =
matrice de wp dans la base {g1, g1, g2, g2} est donnée par

-0 Ap(le) O 0
Ap(g1) 0 0 0
Wp =
b 0 0 0  Aplgp)
0 0 Ap(g2) 0

De ceci, il découle alors que W7 = —Wp. On obtient ainsi le lemme suivant.
Lemme 7.2. L’ensemble des formes hi := 1(g; £ wp(g:)), i = 1,2, donnent des bases pour les
sous-espaces propres £1 de Wp agissant sur span([g]). On obtient ainsi une décomposition de [’espace
des 1-formes différentielles H°(B, ®q F, Q}i‘g@QF/F) sous laction de Gal(F'/Q).
Démonstration. C’est une simple adaptation de |7, Lemma 5.6.2]. O

Rappelons que, puisque Hi(Bgy,Z) est un module de Hecke de rang 4 sur Z, les sous-espaces
propres Hq(By, Z)* de wp sont aussi des modules de Hecke de rang 2 sur Z chacun.

Lemme 7.3. Soient Agi les réseaux des périodes obtenus en integrant les formes du Lemme 7.2

contre Hi(By, Z)*t et Ay = A; ® A, . Alors, il existe une 4-variété abélienne B; définie sur Q et
une isogénie ¢ : By, — By, dont le degré est une puissance de, telle que B,(C) = C*/A,. De plus,
By = Resp)q(Ay) ou Ay est une surface abélienne définie sur F.

Démonstration. Voir [11]. O

En remplacant au besoin B, par B;, le Lemme 7.3 permet d’écrire
Hy(By,Z) = H\(By,Z)" @ H\(By,Z)” = H (A, Z) @ Hy( ) Z).
Ce qui donne la décomposition de la matrice des périodes de B,
-QBg = QAf X QA; = (Ql ’ .QQ) X (Q(f ‘ Qg)

Pourvu que la restriction de I’accouplement intersection a Hy(Ayf,Z) et H; (A?7 Z) induise des
polarisations principales, nous pouvons calculer les surfaces Ay et A(J’Z comme les Jacobiennes de
courbes Cy et CF (définies sur F).
Nous illustrons maintenant cette discussion avec un exemple provenant du discriminant D = 73.
La surface abélienne Ay a multiplication réelle par Z[H'T‘/g]
Une base symplectique de Hi(By,Z) est donnée par les symboles modulaires [41]
y1 o= 2{—1/57,0} — {~1/62,0} — {—1/52,0} + 2{—1/29,0} + {—1/18,0},
o = —{—1/62,0} + 2{—1/41,0} — {—1/52,0} + 2{—1/12,0} + 2{—1/29,0}
+{—1/18,0} — {—1/36,0},
3 = {—1/57,0} — {~1/41,0} — {~1/18,0} + {—1/36,0},
ya 1= —{—1/57,0} + {—1/62,0} — {—1/41,0} + {—1/52,0} — {—1/12,0}
—2{=1/29,0} — {—1/18,0} + {—1/24,0},
vy ={-1/57,0} + {—1/41,0} + {-1/18,0} — {—1/36,0},
v, = {—1/57,0} + {—1/62,0} + {—1/41,0} — {—1/52,0} — {—1/12,0}
— {~1/18,0} + {—1/24,0},
Ny = —{—1/62,0} + {~1/52,0} + {~1/18,0},
v, = {—1/62,0} — {—1/52,0} — {—1/18,0} + {—1/36,0}.
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Nous avons choisi cette base de telle sorte que {v1,72,73,74} et {V1,75,74,V4} soient des bases
intégrales de Hy(By,Z)" et de Hi(By,Z)~. En calculant la matrice G d’intersection dans cette base,
on voit que By est principalement polarisée. On obtient également que Hy(By, Z)" et Hy(By,Z)~
ont la méme polarisation de type (2,2), ce qui signifie que Ay et A‘}Z sont principalement polarisées.
En intégrant les bases de formes différentielles {h, hy } et {h], h; } du Lemma 7.2 contres les bases
de Darboux {v1,72,73,74} et {71,73,73, 74}, on obtient les matrices des périodes de Riemann 24,
and QA;;, ol

-QBg = _QAf X _QA? = (Ql | .QQ) X (_Qla | Qg),

avec
o . (101.3400... = 7.5977...i —2.6423... — 2.6129...
17 \23.9220... — 47.3790...0  11.1930... — 4.6090...i
0 . ( 387080..—12.2930..i  —6.9177... + 1.6149...
277\ —62.6300... + 19.8910...i —4.27540... 4 0.9980...i
o . (0-5369... = 3.7425..i  3.6304... — 3.437L...
17 10.8688... — 6.0555...i —2.2437... + 2.1243...i

g . (14059... +2.3130..0 —1.3867... ~ 5.5613...i
27\ ~1.4059... — 2.3130...i —1.3867... + 5.5613...i

Cela nous donne les matrices des périodes normalisées

0.4370... — 0.0126...s  0.4138... + 0.1802...¢

70 . —0.2257... 4 0.8002...;  0.5463... — 0.3208...%
~ \ 0.5464... — 0.3208...; —0.6793... +0.4794...i

7. <—0.5010... +0.2910...i  0.4370... — 0.0125...¢)

On calcule alors les invariants d’Igusa-Clebsch Is, Iy, Is et 119 avec 200 décimales de précision en
utilisant Z et Z7, et on les identifie comme des éléments de F' (en utilisant le Lemme 7.3). Dans
I’espace projectif pondéré, P%1:2:3:5), cela nous donne le point

(IQ . I4 . IG : Ilg) =
( —3080592b 4 36303121 —72429788520b + 811909152327 680871365928b — 5817295179641>

3750827536 ’ 229715681614784 ’ 6731436750404224780408

ot b = v/73. En utilisant I'alogrithme de Mestre [27], on obtient une courbe avec les invariants
ci-dessus. La réduction de cette courbe avec 'algorithme de Bouyer-Streng [1] donne la courbe

' y? = (4w —19)25 + (12w — 56)2° + (12w — 74)z* + (16w — 10)2> + (—12w — 63)2?
+ (12w + 46)z — 4w — 15.

On obtient alors le modéle minimal global dans le théoréme suivant.
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Théoréme 7.4. Soit C : y?> + Q(z)y = P(x) la courbe sur F = Q(\/73) donnée par

P = (w—5)x% + (3w — 14)2° + (3w — 19)z* + (4w — 3)2> + (—3w — 16)z* + (3w + 11)z
+ (—w — 4);
Q:=2>+z+1.

Alors, on a
(a) Le discriminant de la courbe est Ac = —e2. Donec, C a bonne réduction partout.

(b) La surface A := Jac(C) a multiplication réelle par Z[1+27\/5] Elle est modulaire et correspond
a l'unique orbite de Hecke [f] dans Sa2(1).

Démonstration. La seule différence avec ’exemple précédent est la preuve de la modularité. Ici, on

remarque que le premier 3 est inerte dans Oy = Z[H'T‘/g] On montre alors que la surface A est
modulaire en combinant les arguments dans [17] et [20, 21]. O

Contrairement aux exemples des Théorémes 7.1 et 7.4, il peut y avoir des courbes dont les
Jacobiennes ont bonne réduction partout méme si cela n’est pas le case pour les courbes elles-mémes.
Dans notre dernier exemple, nous décrivons un tel exemple sur le corps F' = Q(\/@), ou le corps
des coefficients de la forme est Q(1/13).

Np p ap(f)  sp(f)  t(f)
2 561w — 8830 —e+1 1 1
2 561w + 8269 e 1 1
9 —4w — 59 —e—+1 1 7
5 4w — 63 e 1 7
9 3 3 6 27
11 —8342w + 131301 2e — 3 —4 13
11 8342w + 122959 —2e¢—1 —4 13
19 —50w — 737 e—2 -3 37
19 50w — 787 —e—1 -3 37
23 —42832w + 674165 4e — 4 —4 -2
23 42832w + 631333 —4e —4 -2
29 —2w+31 —2e+6 10 70
29 2w + 29 2e+4 10 70

TABLE 4 — Quelques coefficients de Fourier d’une forme nouvelle non changement de base de poids 2

et de niveau (1) sur Q(v/929). Ici, e = (1 ++/13)/2.

Théoréme 7.5. Soit C : y* + Q(x)y = P(x) la courbe sur F donnée par

P(x) := 2325 + (90w — 45)2° + 336012 + (28707w — 14354)x> + 319214922
+ (811953w — 405977)z + 19904990,
Qz) =2 +x+1.

Alors, on a
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(a) Le discriminant Ac = 322, donc C a mauvaise réduction en (3).
(b) La surface A := Jac(C) a bonne réduction partout. Elle est modulaire et correspond a la
forme nouvelle f donnée dans la Table 4.

Démonstration. Pour prover la modularité, on utilise [20, 21, Theorem 1.1 in Erratum|. Voir [11]
pour plus de détails. O
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